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im. Prof. W÷odzimierza Krysickiego

Etap drugi
12 lutego 2013 r.

Maksymalna do zdobycia ilóśc punktów: 80

1. Drugi etap Konkursu sk÷ada si¾e z 4 zadań z trésci ¾a oraz 3 zadań z matematyki wy·zszej (do
zadań tych do÷¾aczone s ¾a de�nicje, twierdzenia i przyk÷ady pomocne w ich rozwi ¾azywaniu).
2. Maksymalna liczba punktów do zdobycia za ka·zde z zadań podana jest przy numerze zadania.
3. Zabrania si¾e korzystania z korektora.
4. Podczas tego etapu Konkursu dozwolone jest korzystanie z "Zestawu wybranych wzorów
matematycznych" wydawanych przez Centraln ¾a Komisj¾e Egzaminacyjn ¾a.
5. Zabrania si¾e korzystania z kalkulatora.
6. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnej pracy uczestnika Konkursu (poza korzystaniem
z tablic matematycznych wymienionych w punkcie 4) zostaje on wykluczony z Konkursu.

Zadanie 1 (7 punktów)
Wykazác, ·ze jésli (an)n2N jest zarówno ci ¾agiem arytmetycznym jak i geometrycznym, to (an)n2N
jest ci ¾agiem sta÷ym.
Zadanie 2 (11 punktów)
Obserwator, który stoi na p÷askim pod÷o·zu i ma oczy na wysokósci dwóch metrów od ziemi patrzy
na wprost na du·z ¾a nieprzezroczyst ¾a kul¾e o promieniu R = 2 metry. W jakiej odleg÷ósci od brzegu
kuli powinien znajdowác si¾e obserwator, aby widzia÷on 49% powierzchni sfery? Zak÷adamy, ·ze
k ¾at rozwarcia pola widzenia obserwatora wynosi 180�. (Wskazówka: Pole powierzchni wycinka
sfery jest wprost proporcjonalne do (R� h), gdzie h jest odleg÷ósci ¾a powierzchni ci¾ecia od środka
sfery.)
Zadanie 3 (11 punktów)
Rozwa·zmy pewien skończony ci ¾ag zer i jedynek, np. (1; 0; 0; 0; 1; 1; 0; 1). Seri ¾a nazywamy
maksymalnej d÷ugósci fragment ci ¾agu, z÷o·zony z nast¾epuj ¾acych po sobie jednakowych symboli
(np. ci ¾ag (1; 0; 0; 0; 1; 1; 0; 1) zawiera pi¾éc serii, ci ¾ag (1; 1; 1; 1; 1; 1) zawiera jedn ¾a seri¾e). Niech n i
k b¾ed ¾a liczbami naturalnymi, przy czym n � k. Jakie jest prawdopodobieństwo, ·ze losuj ¾ac bez
zwracania spósród wszystkich ci ¾agów zer i jedynek o d÷ugósci n dwa ci ¾agi, oba b¾ed ¾a mia÷y k serii?
Zadanie 4 (11 punktów)
Dla jakich par liczb rzeczywistych (x; y) spe÷niaj ¾acych warunek x2 + y2 � 100 wartóśc wyra·zenia
x2 + y2 + 6x+ 8y jest najwi¾eksza? Wyznacz t¾e wartóśc.
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Zadanie 5 (12 punktów)
De�nicja 1
Liczb¾e naturaln ¾a p nazywamy liczb ¾a pierwsz ¾a, je·zeli ma ona dok÷adnie dwa dzielniki, czyli jest
wi¾eksza od 1 oraz dzieli si¾e tylko przez 1 i przez sam ¾a siebie.
Twierdzenie 1 (Ma÷e twierdzenie Fermata)
Je·zeli p jest liczb ¾a pierwsz ¾a i liczba ca÷kowita k nie jest podzielna przez p, to liczba kp�1 � 1 jest
podzielna przez p.
Zadania do rowi ¾azania:
a. Korzystaj ¾ac z ma÷ego twierdzenia Fermata wykazác, ·ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba
n7 � n jest podzielna przez 7. (3 punkty)
b. Korzystaj ¾ac z ma÷ego twierdzenia Fermata udowodníc, ·ze dla dowolnych ró·znych liczb
pierwszych p i q liczba pq�1 + qp�1 � 1 jest podzielna przez pq. (4 punkty)
c. Niech n b¾edzie dowoln ¾a liczb ¾a naturaln ¾a, która nie jest podzielna przez 2 ani przez 5.
Korzystaj ¾ac z ma÷ego twierdzenia Fermata wykazác, ·ze w zbiorze f9; 99; 999; 9999; :::g istnieje
co najmniej jedna liczba, która jest podzielna przez n. (5 punktów)
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Zadanie 6 (14 punktów)
De�ncja 2
Niech X, Y b¾ed ¾a dwoma niepustymi zbiorami. Funkcj¾e f : X ! Y nazywamy:
a. funkcj ¾a ró·znowartósciow ¾a (iniekcj ¾a), je·zeli 8x1;x22X f (x1) = f (x2) =) x1 = x2;
b. funkcj ¾a "na" (suriekcj ¾a), gdy 8y2Y 9x2X y = f (x);
c. bijekcj ¾a, gdy jest iniekcj ¾a i suriekcj ¾a.
Przyk÷ad 1
Funkcja f : [0; 2] ! [0; 4] dana wzorem f (x) = x2 jest ró·znowartósciowa (bo ka·zdy element ze
zbioru [0; 4] jest przyjmowany co najwy·zej jeden raz) i jest suriekcj ¾a (bo ka·zdy element ze zbioru
[0; 4] jest przyjmowany co najmniej jeden raz). Funkcja f jest zatem bijekcj ¾a.
Przyk÷ad 2
Funkcja f : [0; 2]! [0; 6] dana wzorem f (x) = x2 jest ró·znowartósciowa, ale nie jest suriekcj ¾a (bo
np. 5 2 [0; 6] oraz równanie f (x) = 5 nie ma rozwi ¾azania w zbiorze [0; 2]).
Przyk÷ad 3
Korzystaj ¾ac z de�nicji 2 wyka·zemy, ·ze funkcja f : [0; 2]! [0; 1] dana wzorem f (x) = log3 (x+ 1)

jest bijekcj ¾a. Udowodnimy najpierw, ·ze funkcja f jest ró·znowartósciowa. Niech x1, x2 2 [0; 2].
Za÷ó·zmy, ·ze f (x1) = f (x2), tzn. log3 (x1 + 1) = log3 (x2 + 1). Korzystaj ¾ac z ró·znowartósciowósci
funkcji logarytmicznej wnioskujemy, ·ze x1+1 = x2+1. St ¾ad x1 = x2, a wi¾ec funkcja f jest iniekcj ¾a.
Wyka·zemy teraz, ·ze f jest "na". Niech y 2 [0; 1]. Wówczas f (3y � 1) = log3 (3

y � 1 + 1) =
log3 3

y = y oraz 3y � 1 2 [0; 2] (bo skoro y 2 [0; 1], to 3y 2 [1; 3] oraz 3y � 1 2 [0; 2]). Zatem dla
dowolnego y 2 [0; 1] istnieje x = 3y�1, x 2 [0; 2], taki ·ze f (x) = y, a wi¾ec funkcja f jest suriekcj ¾a.
Ostatecznie, f jest bijekcj ¾a.
De�nicja 3
Dwa niepuste zbiory X i Y nazywamy równolicznymi, gdy istnieje funkcja f : X ! Y , która jest
bijekcj ¾a.
Przyk÷ad 4
Zbiory X = f1; 4; 5g oraz Y = f3; 7; 15g s ¾a równoliczne na mocy De�nicji 3, bo funkcja f : X ! Y

dana wzorem np. f (x) =

8<:
3 dla x = 1
7 dla x = 4
15 dla x = 5

jest bijekcj ¾a.

Przyk÷ad 5
Zbiory N = f1; 2; 3; :::g i N [

�p
2
	
s ¾a równoliczne. Jako bijekcj¾e f : N [

�p
2
	
! N mo·zemy

wskazác funkcj¾e f (t) =
�

1 gdy t =
p
2

t+ 1 gdy t 2 N .

Zadania do rozwi ¾azania:
Przy rozwi ¾azywaniu poni·zszych zadań nale·zy podác funkcj¾e f , która jest bijekcj ¾a z jednego zbioru
w drugi oraz korzystaj ¾ac z De�nicji 2 wykazác, ·ze funkcja ta jest bijekcj ¾a.
a. Wykazác, ·ze zbiory liczb naturalnych i ca÷kowitych s ¾a równoliczne. (4 punkty)
b. Wykazác, ·ze zbiór (0; 2) [ [5; 7] jest równoliczny ze zbiorem [�2; 4] [ (5; 6). (4 punkty)
c. Wykazác, ·ze zbiór [0; 1] jest równoliczny ze zbiorem (0; 1). (6 punktów)
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Zadanie 7 (14 punktów)
De�nicja 4
Niech X b¾edzie dowolnym niepustym zbiorem. Dzia÷aniem wewn¾etrznym w zbiorze X nazywamy
dowoln ¾a funkcj¾e � : X �X ! X.
Uwaga 1
Aby udowodníc, ·ze dzia÷anie � : X � X ! T nie jest dzia÷aniem wewn¾etrznym nale·zy wskazác
elementy x1; x2 2 X takie, ·ze x1 � x2 =2 X.
Przyk÷ad 6
Dzia÷anie + (dodawanie) jest dzia÷aniem wewn¾etrznym w zbiorze liczb naturalnych (bo suma
dwóch liczb naturalnych jest liczb ¾a naturaln ¾a). Dzia÷anie "�" (odejmowanie) nie jest dzia÷aniem
wewn¾etrznym w zbiorze liczb naturalnych (bo ró·znica dwóch liczb naturalnych nie musi býc liczb ¾a
naturaln ¾a, np. 5 � 7 = �2 =2 N). Dzia÷anie "�" jest jednak dzia÷aniem wewn¾etrznym w zbiorze
liczb ca÷kowitych.
Zadania do rozwi ¾azania:
a. Wiedz ¾ac, ·ze dzia÷ania dodawania i mno·zenia s ¾a dzia÷aniami wewn¾etrznymi w zbiorze liczb
ca÷kowitych wykazác, ·ze dzia÷anie dodawania jest dzia÷aniem wewn¾etrznym w zbiorze liczb
wymiernych. (3 punkty)
b. Niech X = ff : R! R : 9x2R f (x) = 0g (X jest zbiorem funkcji f : R ! R, które maj ¾a co
najmniej jedno miejsce zerowe). Sprawdzíc, czy dzia÷anie "�" dane wzorem

8f;g2X8x2R (f � g) (x) = min ff (x) ; g (x)g

jest dzia÷aniem wewn¾etrznym. (5 punktów)
c. Niech X = (1;1) oraz "�" b¾edzie dzia÷aniem okréslonym wzorem

8x1;x22X x1 � x2 = x1x2 � x1 � x2 + 2.

Sprawdzíc, czy podane dzia÷anie jest dzia÷aniem wewn¾etrznym. (6 punktów)
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